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l,.rglacian Fractals are physical models for the fractal properties encountered
r e selected group of natural phenomena, presently consisting of dendritic
rpEdification, dielectric breakdown, difusion-limited aggregation, dissolu-
b pat1s1ns, electrochemical deposition and viscous fingering. The main
ntSematical ingredients in these models are the Laplace equation and ran-
i*:ess. The basic models in this class are the Dielectric Breakdown Model
si the closely related Diífusion-Limited Aggregation model and Laplacian
briom Walks.
-tlthough the above models are very easy to describe, they prove hard
b rclse. A full mathematical solution is still lacking and, presents a con-
rlaable challenge. In this dissertation I will present both numerical and
n-numerical results on these models and therewith hope to the contribute
b e better understanding of their various properties. In particular, new
rdts on the Dielectric Breakdown Model in the cylinder geometry are dis-
cË.cd. and a very recent theoretical computation of the fractal dimension of
Êr clusters grown with the model, is described. Also the Laplacian Random
fdb are discussed in detail and a relationship between Kinetic Random
Irlfs. and Random Multiplicative Processes is disclosed.
TLe main introduction and the many other introductions to chapters,
rtrccs and sub-sections, together with the index, should help the reader
Ëi spc.cific matters of interest. Since many acronyms are involved, some of
aLÍa confusing even to the "connaisseurs", a list of acronyms is included.
frrcp: in the main introduction (Ch. 1) and this preface, I have strived to
-:rde all, i.e. to my best knowledge, references to original papers.
Concerning the size of this book: I have tried to make it as self-contained
I irc,sifls and to avoid taking "big steps" in the hope to increase the read-





Vele geometrische vormen, zoals bergketens en wolken, kunnen alleen in
ruwe benadering worden beschreven in de Euclidische geometrie. Het pro-
bleem is gelegen in de aanwezigheid van een zichzelf, in statistische zin,
op iedere schaal herhalend patroonl een eigenschap die zelfgelijkvormigheid
word genoemd. Zelfgelijkvormige verschijnselen zijn het onderwerp van de
fraktale geometrie, een vrij recent, door B. Mandelbrot, bedachte meet-
kunde. Binnen dit geometrisch raamwerk is het mogelijk om bovengenoemde
zelfgelijkvormige fenomenen zowel qualitatief als quantitatief te beschrijven.
Laatstgenoemde gebeurt doormiddel van het concept fraktale dimensie, welke
voor generieke zelfgelijkvormige verzamelingen, niet geheeltallig is.
In de fysica zijn veel voorbeelden van fraktalen bekend en één van de we-
tenschappelijk belangrijke vragen betreft de fysische oorsprong van fraktalen
in de natuur. Voor een groep fenomenen, waaronder bliksem, vingervorm-
ing in vloeistof scheidingswanden, dendritische groei, oplossingspattonen en
aggregatie, is gebleken dat de vorming van fraktale patronen wordt gedo-
mineerd door scalairen, zoals druk, wamtedichtheid en elektrische potenti-
aal, welke aan de Laplace vergelijking voldoen. Het eerste model in welke
dit aspect duidelijk naar voren was gebracht is het Dielectrische Doorslag
Model (DBM) van Niemeyer, Pietronero en Wiesmann. Dit model en haar
varianten worden Laplaciaanse Fraktalen genoemd. Deze modellen, waar-
onder ook die voor door diffusie-gelimiteerde aggregatie (DLA) van Witten
en Sander, vormen, alhoewel makkelijk te definieren, een nieuwe klasse van
problemen in de theoretische natuurkunde, die moeilijk zijn op te lossen.
Deze dissertatie betreft voornamelijk numeriek en analytisch werk aan
Laplaciaanse fraktalen, met name het Dielectrische Doorslag Model (DBM
en DLA) en de Laplaciaanse Stochastische Wandelingen (I,RW).




Hoofdstuk 2 is een inleiding in de fraktale geometrie , waadn we verschil-
lende fraktale dimensies alsmede multifraktaliteit behandelen. In Hoofd-
stuk 3 definieren we het Dielectrische Doorslag Model (DBM), het model
voor Diffusie-Gelimiteerde Aggregatie (DLA) en de Laplaciaanse Stochasti-
sche Wandelingen (tRW). Ook worden enkele daarmee gerelateerde fysische
fenomenen besproken.
De multifraktale eigenschappen van de groeikansdistributie in DBM wor-
den in het eerste deel van Hoofdstuk 4, gerelateerd aan de fraktale dimensie
van de klusters. Daarop volgt een verhandeling over Stochastische Multi-
plicative Processen, welke een centrale rol spelen in sommige theoretische
aanpakken van de multifraktaliteit in turbulentie en dielectrische doorslag.
In het laatste deel van dit hoofdstuk zetten we uiteen hoe het concept
van multifraktaliteit kan worden uitgebreid voor toepassing op stochastische
wandelingen. Dit leidt tot een generalisatie van de zogenaamde gemiddelde
kwadraat van de afstand exponent u, tot een éón-parameterige familie van
exponenten. We laten verder zien dat er een relatie bestaat tussen de mul-
tifraktaliteit in stochastische wandelingen en stochastische multiplikatieve
processen.
Gebruikmakend van een simpel, analytisch oplosbaar groei model, de
zogenaamde "stick model" op een cylinder, stellen we in hoofdstuk 5 een
afi.en raamwerk op, waarbinnen relaties afgeleid kunnen worden tussen ver-
schillende exponenten. Het belang van dit raamwerk wordt duidelijk in
Iloofdstuk 6, waar we numerieke resultaten presenteren voor de verschillende
exponenten, die het schaalgedrag beschrijven van de fraktale eigenschap-
pen van DBM-klusters, gegroeid op een cylinder: Deze resultaten blijken
in tegenstrijd te zijn met de aanname dat de klusters zelfgelijkvormig zijn,
maar leiden binnen het afren raamwerk tot een coherent beeld.
In de cylinder geometry kan men twee groei gedragingen onderscheiden:
een schalend groei gedrag, welke plaatsvindt voor kluster hoogten die kleiner
zijn dan de omtrek van de cylinder, en een translatie invariant, of te wel tijds-
onafhankelijk groei gedrag die inzet voor klusters die veel hoger zijn als de
cylinder omtrek. In de translatie invariante groei regime is het voldoende om
de fraktale dimensie van één-dimensionale doorsneden van de klusters, lood-
recht op de dominante groeirichting, te beschouwen. In het laatste gedeelte
van hoofdstuk 6 presenteren we numerieke resultaten aangaande de fraktale
eigenschappen van deze doorsnee verzamelingen die later worden vergeleken
met de theoretische resultaten in hoofdstuk 8.












eigenschappen van de groeikansdistributie van DBM klusters. We bestu-
deren daa.r ook de waarheidsgraad van de veronderstelling dat de meest ver
uitstekende uiteinden in de kiusters, voor wat betreft de singulariteit in de
oplossing van de Laplace vergelijking, gemodelleerd kunnen worden door
(glade, niet fraktale) kegels.
In het laatste hoofdstuk presenteren we een nieuwe, analytische aanpak,
voor de berekening van de fraktale dimensie van DBM klusters in het sta-
tionaire regime op een cylinder. Deze aanpak heeft wat weg van de Reëele
Ruimte Renormalisatie Groep theorie voor de berekening van kritische ex-
ponenten in thermodynamische kritische fenomenen in de buurt van de over-
gangs temperatuur, met het belangrijk verschil dat in de nieuwe, z.g. Vaste
Schaal Transformatie aanpak, het niet nodig is dat de transformatie schaal-
veranderingen met zich meebrengt. De reden hiervoor is dat het groei-algo-
ritme, in tegenstelling tot de Hamiltoniaan in thermodynamische fenomenen,
schaal invariant is.
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